
                                                                                                                                             Ξ.Στεργιάδης 
1 

Εφαρµογές στη δυναµική του κέντρου µάζας στερεού σώµατος 

 

Εφαρµογή 1η 

Οµογενής δίσκος ακτίνας R ηρεµεί στην άκρη οριζόντιου 
τραπεζιού µε το κέντρο του Κ να βρίσκεται στην κατακόρυφη 
που διέρχεται από την γωνία Ο του τραπεζιού. ∆ίνουµε στο 
δίσκο µια αµελητέα αρχική ταχύτητα και αυτός αρχίζει να 
στρέφεται περί το Ο χωρίς να ολισθαίνει. Να υπολογίσετε: 

α. τη γωνία κατά την οποία έχει στραφεί ο δίσκος µέχρι τη 
στιγµή που εγκαταλείπει το τραπέζι 

β. τη γωνιακή ταχύτητα, την κεντροµόλο επιτάχυνση και την 
επιτρόχιο επιτάχυνση του κέντρου µάζας του δίσκου και την 
γωνιακή επιτάχυνση του δίσκου, αµέσως µετά την εγκατάλειψη 
του τραπεζιού. 
Να θεωρήσετε αµελητέα την αντίσταση του αέρα. ∆ίνονται η ακτίνα του δίσκου R και  η επιτάχυνση της 
βαρύτητας g.∆ίνεται η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του 

και είναι κάθετος σε αυτόν 2
cm

1
Ι = mR

2
. 

 

Εφαρµογή 2η 

Η οµογενής ράβδος µήκους L του 
σχήµατος  είναι τοποθετηµένη πάνω σε 
τραπέζι έτσι ώστε, το κέντρο µάζας της Κ 
να απέχει από το άκρο Ο του τραπεζιού 
απόσταση d. Η ράβδος συγκρατείται σε 
οριζόντια θέση και κάποια στιγµή αφήνεται 
ελεύθερη οπότε αρχίζει να στρέφεται γύρω 
από την άκρη Ο του τραπεζιού. Αν ο 
συντελεστής οριακής στατικής τριβής µεταξύ της ράβδου και του άκρου Ο του τραπεζιού είναι µστ,ορ=µ, να 
βρεθεί η γωνία που σχηµατίζει η ράβδος µε την αρχική οριζόντια διεύθυνσή της , όταν αρχίζει να ολισθαίνει. 
Να θεωρήσετε αµελητέα την αντίσταση του αέρα. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που 

διέρχεται από το κέντρο µάζας της  και είναι κάθετος σε αυτήν 2
cm

1
Ι = mL

12
. 

  

Εφαρµογή 3η   

Το τριγωνικό πρίσµα ΑΒΓ γωνίας Β̂ = 30°και µάζας m έχει 
τοποθετηθεί πάνω σε λείο οριζόντιο δάπεδο και ο οµογενής 
κύλινδρος µάζας m  και ακτίνας R κυλίεται προς τα κάτω κατά 
µήκος της έδρας ΑΒ του πρίσµατος.  
α. Να προσδιορίσετε την κατεύθυνση κίνησης του πρίσµατος ως 
προς το δάπεδο. 
(Το επόµενο ερώτηµα απευθύνεται προς τους διδάσκοντες) 
β. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση του πρίσµατος. 
Να θεωρήσετε αµελητέα την αντίσταση του αέρα. ∆ίνονται η επιτάχυνση της βαρύτητας g και η ροπή 
αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του και είναι κάθετος σε αυτόν 

2
cm

1
Ι = mR

2
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K 

O 

R 

30°  

m 

m R Α 

Β Γ 

K O 

L

L/2 d 



                                                                                                                                             Ξ.Στεργιάδης 
2 

Απαντήσεις 

Εφαρµογή 1η 

α. Ο δίσκος µέχρι να εγκαταλείψει το 
τραπέζι στρέφεται γύρω από οριζόντιο 
άξονα που διέρχεται από το Ο. Από τον 
ορισµό του κέντρου µάζας και για την 
κυκλική κίνηση ακτίνας R που αυτό εκτελεί 
γύρω από το Ο έχουµε: 

Στη διεύθυνση της ακτίνας ΟΚ:  

2
cmmυˆWσυνθ Ν =

R
− ⇒  

2ˆmgσυνθ Ν = mω R− . 

Τη χρονική στιγµή που ο δίσκος χάνει την επαφή του µε το τραπέζι, Ν=0  και   2 ˆω R gσυνθ=   (1) 
Στη διεύθυνση της εφαπτοµένης στο σηµείο Κ της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει το  
κέντρο µάζας Κ: 

                          ε ε ε
ˆ ˆ ˆWηµθ = mα mgηµθ = mα α gηµθ⇒ ⇒ =     (2) 

Στο δίσκο ασκούνται η συντηρητική δύναµη του βάρους W και η δύναµη Ν από το τραπέζι που έχει διαρκώς 
τη διεύθυνση της ακτίνας ΚΟ και δεν µετατοπίζει το σηµείο εφαρµογής της, άρα η µηχανική του ενέργεια 
διατηρείται. Αν θεωρήσουµε ότι η δυναµική ενέργεια του δίσκου είναι µηδέν, όταν το κέντρο µάζας Κ 
βρίσκεται στο οριζόντιο επίπεδο στη θέση εγκατάλειψης του τραπεζιού (ΙΙ): 

EM(I)= EM(II)  ⇒
(Θ.Steiner)

2 2 2 2
( )

1 1 1
Ι mR mR

2 2 2
ˆ ˆmg(R Rσυνθ) ω  mgR(1 συνθ) = ( )ωΟ− = ⇒ − +  

                     
2 2 2R R =

3 4ˆ ˆRg(1 συνθ) ω ω g(1 συνθ)
4 3

⇒ − = ⇒ −     (3) 

Από  (1)  και  (3): ˆgσυνθ =
4 ˆg(1 συνθ)
3

−  
4ˆ ˆ ˆ3συνθ 4 4συνθ συνθ
7

⇒ = − ⇒ =    (4) 

β. Από  (3)  και  (4): 2 2R =
R R

4 4 4g g
ω g(1 )  ω  ω 2  

3 7 7 7
− ⇒ = ⇒ = . 

2
κ κR

4g
a  ω a

7
= ⇒ =

(3)

. 

 

2 16 33 33
ηµθ 1 συν θ ηµθ 1 ηµθ ηµθ

49 49 7
= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =

(4)

  (5) 

 

Από  (2)  και  (5): εα g=  
33

7
. 

Ο δίσκος µετά την εγκατάλειψη του τραπεζιού εκτελεί σύνθετη κίνηση. Οι προηγούµενες τιµές των aκ και αε 
σχετίζονται µε την καµπυλόγραµµη µεταφορική που εκτελεί  ο δίσκος ο οποίος ταυτόχρονα θα στρέφεται µε 

σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

R

g
ω 2

7
=  καθόσον Στ(κ)=0 και αγων=0. 
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Εφαρµογή 2η 
Η ράβδος στρέφεται γύρω από οριζόντιο 
άξονα που διέρχεται από το Ο κατά γωνία 

θ̂ µέχρι να αρχίσει η ολίσθησή της. Από 
τον ορισµό του κέντρου µάζας και για την 
κυκλική κίνηση ακτίνας d που αυτό 
εκτελεί γύρω από το Ο έχουµε,  
στη διεύθυνση της ακτίνας ΟΚ:  

στ,ορ x κ,cmΤ W = ma− ⇒  

2ˆµΝ mgηµθ = mω d−   (1), 
στη διεύθυνση της εφαπτοµένης στο σηµείο Κ της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει το κέντρο µάζας Κ: 

                          y ε ε γων
ˆ ˆW N = ma mgσυνθ N = ma mgσυνθ N = mα d− ⇒ − ⇒ −     (2) 

Όπου, aκ,cm= η κεντροµόλος επιτάχυνση του κέντρου µάζας Κ της ράβδου, εa = η επιτρόχιος επιτάχυνση του 

κέντρου µάζας της ράβδου και γωνα = η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου. 

Από τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης έχουµε: 
(Θ.Steiner)

2 2
(ο) (ο) 2 2ˆ( ) dσυνθ

ˆ1 12gdσυνθˆΣτ mgdσυνθ = ( mL md
12 L 12d

)γων γων γων
ΚΣ =

Ι α α α == ⇒ + ⇒
+

     (3) 

Μέχρι να αρχίσει η ολίσθηση της ράβδου σ’ αυτήν ασκούνται η συντηρητική δύναµη του βάρους W, η  
στατική τριβή Τστ η οποία  δεν µετατοπίζει το σηµείο εφαρµογής της και η δύναµη Ν από το τραπέζι που 
έχει διαρκώς τη διεύθυνση της ακτίνας ΟΚ και δεν εκτελεί έργο, άρα η µηχανική  ενέργεια της ράβδου µέχρι 
αυτή να αρχίσει την ολίσθησή της διατηρείται. Αν θεωρήσουµε ότι η δυναµική ενέργεια της ράβδου είναι 
µηδέν, όταν το κέντρο µάζας Κ βρίσκεται στο οριζόντιο επίπεδο στη θέση εγκατάλειψης του τραπεζιού (ΙΙ): 

EM(I)= EM(II)  ⇒  
2 2 2 2

2 2

ˆ1 1 24gdηµθˆmgdηµθ ( mL md ω ω
2 12 L 12d

)= ⇒ =+
+

   (4) 

Από (1) και (4): 
2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ24gdηµθ mgηµθ md 24gdηµθˆµΝ mgηµθ = md Ν =
L 12d µ µ L 12d

( )− ⇒ +
+ +

  (5) 

Από (2) και (5):  

γων γων2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆmgηµθ md 24gdηµθ gσυνθ gηµθ 1 24gdηµθˆmgσυνθ = mα d α =
µ µ L 12d d µd µ L 12d

( ) ( )− − − −⇒
+ +

 (6) 

Από (3) και (6):  

2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ12gdσυνθ gσυνθ gηµθ 1 24gdηµθ 24d 1 1 12dˆ ˆ= ηµθ = συνθ
L 12d d µd µ L 12d µ(L 12d µd d L 12d

( ) + ( )
+ + + )

− − −
 

⇒   + 
 

2 2 2

22 22 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

L 12d 12d1 12d
µLd(L 12dd L 12dˆ ˆ ˆθ = θ = θ =

24d 1 24d L 12d L 36d
µ(L 12d µd µd(L 12d

)
εφ εφ εφ

) )

−
−

+
++⇒ ⇒ ⇒
+ + ++

+ +

. 

Παρατήρηση 
Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι αν d=0, δηλαδή το κέντρο µάζας της ράβδου βρίσκεται στην άκρη 

Ο του τραπεζιού, τότε  θ̂ = µεφ  και η γωνία θ̂ είναι η γωνία τριβής για την οποία επίκειται ολίσθηση της 
ράβδου ως προς το τραπέζι. Η ράβδος τότε δεν στρέφεται διότι Στ(Ο)=0. 
 

Εφαρµογή 3η 

α. Στην οριζόντια διεύθυνση xx′κίνησης του πρίσµατος το σύστηµα «κύλινδρος –πρίσµα» είναι µονωµένο 

διότι οι δυνάµεις Tστ
�

καιTστ′
�

,Ν
�

καιΝ′
�

έχουν σχέση δράσης - αντίδρασης, δηλαδή είναι εσωτερικές δυνάµεις 

του συστήµατος, άρα η ορµή του συστήµατος ως προς τον ακίνητο παρατηρητή διατηρείται:  
 

K 
O 

Ν

d 

Τστ,ορ 

W 

Wx 

Wy 

θ̂  

θ̂  

θ̂  Σ

(I)  

(II)  

K 
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κυλ,xx πρ κυλ,xx κυλ,xx κυλ,xxp p 0 p p mυ = mυ υ = υ′ ′ ′ ′πρ πρ πρ⇒ ⇒ ⇒+ = = − − −
� � � � � � � �

, όπου
κυλ,xxυ ′

�

=η συνιστώσα της 

ταχύτητας του κυλίνδρου στην οριζόντια διεύθυνση xx′κίνησης του πρίσµατος, αλλά ο κύλινδρος 
κατεβαίνει σε σχέση µε την έδρα ΑΒ του πρίσµατος, δηλαδή η 

κυλ,xxυ ′

�

 έχει κατεύθυνση προς τα δεξιά, άρα 

το πρίσµα κινείται προς τα αριστερά. (Σχήµα 1) 

 
β. Επειδή ο κύλινδρος κυλίεται πάνω στην έδρα ΑΒ του πρίσµατος  θα πρέπει το σηµείο Σ (Σχήµα 1) κάθε 
χρονική στιγµή να έχει την ίδια ταχύτητα µε την συνιστώσα της οριζόντιας ταχύτητας του 

πρίσµατος
πρ

υ στην διεύθυνση της έδρας ΑΒ του πρίσµατος :
πρ ε cmσυν30υ = υ υ° −   (Σχήµα 2).  

Με παραγώγιση  της τελευταίας σχέσης έχουµε: πρ cm
πρ cm

dυ dυ
συν30 a συν30 a a

dt dt dt

dυ
= =ε

ε− −⇒o o
  (1) 

Σύµφωνα µε το (Σχήµα 3),από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για τη µεταφορική κίνηση του  
κυλίνδρου: Tστ  

ο

x cm cm cm

mg
W T = ma mgηµ30 T = ma T ma

2στ στ στ− − −⇒ ⇒ =   (2) 

Από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για τη στροφική κίνηση του κυλίνδρου: 

2
γων

1 1
T R = mR α T = ma

2 2στ στ ε⇒   (3) 

Από τις (2) και (3) : cm cmg 2 g 2ma m ma a aε ε− −= ⇒ =   (4) 

Από τις (1) και (4) : 
πρ cm cm πρ cm cm πρ

3 g 3
a συν30 = g 2a a a = g 3a a = a

2 3 6
− − − −⇒ ⇒o (5) 

Για να διατηρείται η επαφή κυλίνδρου− πρίσµατος στη διεύθυνση που είναι κάθετη προς την έδρα ΑΒ του 
πρίσµατος, πρέπει η ταχύτητα του κυλίνδρου υκυλ⊥ΑΒ ,να είναι ίση µε τη συνιστώσα της ταχύτητας του 

πρίσµατος στην ίδια διεύθυνση
πρ

υ = υ ηµ30κυλ⊥ΑΒ
o , µε παραγώγιση  της τελευταίας σχέσης έχουµε: 

πρ

πρ

dυ ηµ30dυ
= a = a ηµ30

dt dt
κυλ⊥ΑΒ

κυλ⊥ΑΒ⇒
o

o (6). 

Ο θεµελιώδης νόµος της µηχανικής για τον κύλινδρο στην ίδια διεύθυνση δίνει:  

o o o
y πρ πρ

a a ηµ30 mgσυν30 ma ηµ30 W N = m mgσυν30 N = m N =κυλ⊥ΑΒ− − −⇒ ⇒
(6)

o (7) 

Από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για την κίνηση του κέντρου µάζας του πρίσµατος στην οριζόντια 

διεύθυνση xx′ (Σχήµα 3):    
στ στT' =T

o o
x στ,x πρ στ πρ

Τ συν30N' Τ = ma Nηµ30 = ma
'Ν =Ν

′′ ′− ⇒ − ⇒  

o o o o 2 o o
στ πρ πρ cm πρ

mg
Nηµ30 Τ συν30 ma mgσυν30 ηµ30 ma ηµ 30 ma συν30 ma

2
− =

 
− = ⇒ − −  

 

(2)

(7)
 

Α 

Β Γ 
Wπρ 

Νδ 

Τ΄στ 
Τ΄στ,x 

Τ’ στ,y 

Ν΄ Ν΄y 

Ν΄x 

30o  

30o  

Ν 

Νx 

W 

Τστ 

Τστ,x 

Τστ,y 

30o  
30o  

Σχήµα 1 Σχήµα 3 

Γ 

Wx 
Wy x 

x΄ 

y 

y’  

30°  

υcm 

υε 

υcm,x 

υcm,y 

υε,x 

υε,y 

30°  

υπρ 

υcm 

υε 
⊗

⊗

�

�

γων

ω

α

 υπρ 

αε 

αcm 

30°  

m 
m R 

Β 

 
Σ 

30o  

cmπρ 

απρ 

υπρσυν30ο 

Σχήμα 2 

υπρηµ30ο= ⊥κυλ ΑΒυ  
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πρ πρ

cm πρ πρ

ma 5amg mg g 3
ma ma a

4 4 4 2 3 6 2 4

3 3 3 3
−

 
⇒ − − + = ⇒ =  

 

(5)

 

 

πρ πρ

πρ πρ

5a 6ag 3 3 g 3 g 3
a a

6 12 4 6 4 9
−⇒ = ⇒ = ⇒ = . 
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