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Η φθίνουσα, η εξαναγκασµένη, η σύνθεση εξισώσεων ταλαντώσεων 

και κάποιες…«λεπτοµέρειες» . 

Ερώτηση 1
η
 

Α1. Σε φθίνουσα ταλάντωση η δύναµη απόσβεσης είναι της µορφής F=-bυ και η αρχική ενέργεια της 

ταλάντωσης είναι Ε0. Σε χρονικές στιγµές t=ΝT,  όπου Τ= η περίοδος της φθίνουσας ταλάντωσης και 
+Ν Z∈  που η ταχύτητα µηδενίζεται και η αποµάκρυνση έχει µέγιστη θετική τιµή, θεωρούµε ότι η ενέργεια 

της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση 
-2 Τ

0

ΛNΕ = eΕ . Αν ∆ΕΝ , ∆ΕΝ+1 και ∆ΕΝ+2 είναι αντίστοιχα οι απώλειες 

της ενέργειας ταλάντωσης σε τρείς διαδοχικές περιόδους, τότε: 

α. 1 2Ν+ Ν Ν+∆Ε ∆Ε + ∆Ε=           β. 1 2Ν+ Ν Ν+∆Ε ∆Ε ⋅∆Ε=           γ. 
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1 2Ν+ Ν Ν+∆Ε ∆Ε ⋅∆Ε=     

Α2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Ερώτηση 2
η 

Β1. Η φθίνουσα ταλάντωση ενός σώµατος εξελίσσεται µε την επίδραση της δύναµης επαναφοράς Fεπ=−Dx 

και της δύναµης απόσβεσης Fαπ=−bυ, όπου x=η αποµάκρυνση από τη θέση αναφοράς x=0, υ= η ταχύτητα, 

D=η σταθερά επαναφοράς και b=η θετική σταθερά απόσβεσης. 

α. Όταν η κινητική ενέργεια του σώµατος γίνεται µέγιστη, η δυναµική του ενέργεια µηδενίζεται. 

β. Στη θέση x=0 η κινητική ενέργεια του σώµατος είναι µέγιστη. 

γ. Όταν η δυναµική ενέργεια του σώµατος γίνεται µέγιστη, η κινητική του ενέργεια µηδενίζεται. 

Β2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Ερώτηση 3
η 

Γ1. Το κατακόρυφο σύστηµα ιδανικού ελατηρίου σταθεράς                  

k - σώµατος µάζας m ισορροπεί. Με την επίδραση δύναµης 

διέγερσης Fδ  που επιδρά σ’ αυτό µε συχνότητα fδ < f0                          

(f0 = η ιδιοσυχνότητα του συστήµατος) το σύστηµα εκτελεί 

εξαναγκασµένη ταλάντωση σταθερού πλάτους Α και η δύναµη 

απόσβεσης είναι της µορφής Fαπ=−bυ, όπου υ= η ταχύτητα του 

σώµατος και b=η θετική σταθερά απόσβεσης. Αν WFδ,1 και WFδ,2 

τα έργα της δύναµης διέγερσης κατά την κίνηση του ταλαντωτή 

από τη θέση ισορροπίας x=0 έως τη θέση x=+A και από τη θέση 

x=+A έως τη θέση ισορροπίας x=0 αντίστοιχα, τότε 

α. Fδ,1 Fδ,2 W W  0=−   β. Fδ,1 Fδ,2W W  0>−   γ. Fδ,1 Fδ,2W W  0<−  

Γ2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

 Ερώτηση 4
η 

∆1. Σώµα εκτελεί αρµονική ταλάντωση και η εξίσωση της ταχύτητάς του σε συνάρτηση µε το χρόνο είναι 

υ=ωΑσυν(ωt+θ).Η προηγούµενη εξίσωση θεωρούµε ότι προκύπτει από την επαλληλία των εξισώσεων 

υ1=ωΑ1συν(ωt) και υ2=ωΑ2συν(ωt+φ) που αντιστοιχούν στις εξισώσεις των ταχυτήτων δύο αρµονικών 

ταλαντώσεων της ίδιας συχνότητας, ίδιας διεύθυνσης και ίδιας θέσης ισορροπίας µε 0 θ < φ 2π≤ < . Αν Κ, 

Κ1 και Κ2 είναι οι κινητικές ενέργειες των ταλαντώσεων µε ταχύτητες υ, υ1 και υ2 αντίστοιχα την ίδια 

χρονική στιγµή t,  τότε ισχύει: 

α.  1 2 1 2Κ = Κ + Κ 2 Κ Κ± ⋅         β. 1 2Κ = Κ Κ±           γ. 1 2Κ = Κ + Κ  

∆2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
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Απαντήσεις
 

 

Α1. γ 

Α2. 
2 ( 1) 2 2 2

1 0 0 0e e e (e 1)− Λ Ν− Τ − ΛΝΤ − ΛΝΤ ΛΤ
Ν Ν− Ν Ν Ν∆Ε = Ε − Ε ⇒ ∆Ε = Ε ⋅ − Ε ⋅ ⇒ ∆Ε = Ε ⋅ −  (1) 

2 2 ( 1) 2 2

1 1 1 0 0 1 0e e e (1 e )− ΛΝΤ − Λ Ν+ Τ − ΛΝΤ − ΛΤ
Ν+ Ν Ν+ Ν+ Ν+∆Ε = Ε − Ε ⇒ ∆Ε = Ε ⋅ − Ε ⋅ ⇒ ∆Ε = Ε ⋅ −    (2) 

2 ( 1) 2 ( 2) 2 ( 1) 2

2 1 2 2 0 0 2 0e e e (1 e )− Λ Ν+ Τ − Λ Ν+ Τ − Λ Ν+ Τ − ΛΤ
Ν+ Ν+ Ν+ Ν+ Ν+∆Ε = Ε − Ε ⇒ ∆Ε = Ε ⋅ − Ε ⋅ ⇒ ∆Ε = Ε ⋅ −  (3) 

∆ιαιρούµε κατά µέλη τις (1) και (2):  
2 2 2

2 20

2 2 2

1 0 1 1

e (e 1) (e 1)
e e

e (1 e ) (e 1)

− ΛΝΤ ΛΤ ΛΤ
ΛΤ ΛΤΝ Ν Ν

− ΛΝΤ − ΛΤ ΛΤ
Ν+ Ν+ Ν+

∆Ε Ε ⋅ − ∆Ε − ∆Ε
= ⇒ = ⇒ =

∆Ε Ε ⋅ − ∆Ε − ∆Ε
  (4) 

∆ιαιρούµε κατά µέλη τις (2) και (3):  
2 2

21 0 1 1

2 ( 1) 2 2

2 0 2 2

e (1 e ) 1
e

e (1 e ) e

− ΛΝΤ − ΛΤ
ΛΤΝ+ Ν+ Ν+

− Λ Ν+ Τ − ΛΤ − ΛΤ
Ν+ Ν+ Ν+

∆Ε Ε ⋅ − ∆Ε ∆Ε
= ⇒ = ⇒ =

∆Ε Ε ⋅ − ∆Ε ∆Ε
 (5) 

Από (4) και (5): 
21

1 2

1 2

Ν Ν+
Ν+ Ν Ν+

Ν+ Ν+

∆Ε ∆Ε
= ⇒ ∆Ε ∆Ε ⋅∆

∆
= Ε

Ε ∆Ε
 

Σχόλιo 
Παρατηρούµε ότι οι απώλειες της ενέργειας ταλάντωσης σε διαδοχικά χρονικά διαστήµατα διάρκειας µιας 

περιόδου έχουν σταθερό λόγο και αποτελούν διαδοχικούς όρους γεωµετρικής προόδου. Παρουσιάζουν 

δηλαδή, ανάλογη ιδιότητα µε τις διαδοχικές τιµές πλατών και ενεργειών. Επίσης, ενώ η απώλεια της 

ενέργειας ταλάντωσης εξαρτάται από την τάξη της παραµέτρου Ν, το κλάσµα απώλειας είναι σταθερό: 
2 2

20

2 ( 1)

1 0 1

e (e 1)
1 e

e

− ΛΝΤ ΛΤ
− ΛΤΝ Ν

− Λ Ν− Τ
Ν− Ν−

∆Ε Ε ⋅ − ∆Ε
= ⇒ = −

Ε Ε ⋅ Ε
.   

 

Β1. γ 

Β2. Στο σχήµα απεικονίζονται η θέση αναφοράς x=0, µία από τις 

διαδοχικές θέσεις ισορροπίας (Θ.Ι) όπου:  

 επ απ

bυ
ΣF = 0 F F 0 Dx bυ = 0 x =

D
⇒ + = ⇒ − − ⇒ −  και µία θέση 

µέγιστης θετικής αποµάκρυνσης.  

Όταν η κινητική ενέργεια γίνεται µέγιστη στη θέση ισορροπίας (Θ.Ι) η δυναµική ενέργεια 
21

U = Dx 0
2

≠ . 

Η κινητική ενέργεια µεγιστοποιείται σε θέσεις ισορροπίας όπου 
bυ

x =
D

− , στη θέση x=0  

απ

bυ
ΣF = F ma = bυ a = 0

m
⇒ − ⇒ − ≠ , άρα η ταχύτητα δεν µπορεί να µεγιστοποιείται διότι υπάρχει  

ρυθµός µεταβολής της.  

Η δυναµική ενέργεια µεγιστοποιείται στις ακραίες θέσεις όπου η ταχύτητα στιγµιαία µηδενίζεται, άρα και η 

κινητική ενέργεια.  

 

Γ1. β 
Γ2. Στο σώµα επιδρούν η βαρυτική δύναµη mg, η δύναµη 

από το ελατήριο Fελ, η δύναµη απόσβεσης Fαπ και η δύναµη 

του διεγέρτη Fδ. Η βαρυτική δύναµη και η δύναµη από το 

ελατήριο συναποτελούν τη δύναµη επαναφοράς, δηλαδή  

επ ελ επF = mg + F Dx F = kx= − ⇒ −
� � �

� � �

.  

Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Κ.Ε για τη διαδροµή x=0 x = +A→ .  

2

max

2 2

max

απ επδ1

απδ1

F F F

F F

1
W W W 0 mυ

2

1 1
W W 0 kA 0 mυ

2 2

+ + = − ⇒

− + − = − ⇒

 

x 
x = 0  

  bυ

D
x = −  

Θ.Ι 

maxx = x  
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m Θ.Ι x=0 
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m x=+A 
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υ
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2 2

maxαπδ1F F

1 1
W kA W mυ

2 2
= + −   (1) 

Αντίστοιχα εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Κ.Ε για τη διαδροµή x=+Α x = 0→ .  

2 2 2

max maxαπ επ απδ2 δ1F F F F F

1 1 1
W W W mυ W W KA mυ

2 2 2
+ + = − 0⇒ − + − 0 = ⇒  

2 2

maxαπδ2F F

1 1
W kA W mυ

2 2
= − + +   (2) 

Από την αφαίρεση των (1) και (2):  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

max 0 δ 0 δ

0δ

δ1 δ2 δ1 δ2 δ1 δ2

δ1 δ2

f f

F F F F F F

F F

W W kA mυ W W mA (ω ω ) W W mA 4π (f f )

W W 0

<

− = − ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒

− >

 

Παρατήρηση 

Το έργο της δύναµης απόσβεσης 
απFW  στις µετατοπίσεις x=0→x=+Α  και x=+Α→  x=0 είναι το ίδιο διότι: 

Έστω ότι οι εξισώσεις της αποµάκρυνσης και της ταχύτητας της εξαναγκασµένης ταλάντωσης είναι 

δ 0x = Aηµ(ω t + φ )  και δ 0υ = ωAσυν(ω t + φ ) . Αν υψώσουµε τις δύο σχέσεις αυτές στο τετράγωνο και 

προσθέσουµε κατά µέλη καταλήγουµε στη γνωστή σχέση 
2 2υ = ω A - x±  (3). Εποµένως, η δύναµη της 

απόσβεσης γράφεται 
2 2

απ απF = bυ F = bω A - x− ⇒ ±  (4). Από τη σχέση (4) προκύπτει ότι το µέτρο της 

Fαπ στις ίδιες θέσεις είναι το ίδιο και ανεξάρτητο από τη φορά της ταχύτητας και η κατεύθυνσή της διαρκώς 

αντίθετη της ταχύτητας. Από τη σχέση (3) προκύπτει ότι στις ίδιες θέσεις η ταχύτητα έχει το ίδιο µέτρο. 

Άρα, στις παραπάνω µετατοπίσεις το έργο 
απFW  είναι το ίδιο.  

 

Σχόλια 

1. Όπως ήταν αναµενόµενο στην κλειστή διαδροµή x=0→x=+Α→  x=0 το έργο της συντηρητικής δύναµης 

Fεπ είναι µηδέν. Το έργο της δύναµης απόσβεσης είναι διαρκώς καταναλισκόµενο διότι η δύναµη απόσβεσης 

Fαπ είναι διαρκώς αντίθετη από την ταχύτητα. Τα έργα όµως της δύναµης του διεγέρτη σε δύο αντίθετες 

µετατοπίσεις δεν είναι κατ’ απόλυτη τιµή ίσα, αλλά η σχέση τους εξαρτάται από τη σχέση της συχνότητας 

του διεγέρτη  fδ µε την ιδιοσυχνότητα του συστήµατος f0. 

2. Από τη σχέση 
2 2 2 2

0 δδ1 δ2F FW W mA 4π (f f )− = −  προκύπτει ότι :  

 

δ 0

δ 0

δ 0

δ1 δ2

δ1 δ2

δ1 δ2

F F

F F

F F

f < f W W

f = f (κατάσταση συντονισµού) W W

f > f W W

 >



=


<

 

 

∆1. α 

∆2. Τα διανύσµατα των  ταχυτήτων υ1 και υ2 είναι συγγραµµικά µπορούν όµως να είναι οµόρροπα ή 

αντίρροπα. Από την αρχή της επαλληλίας : 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
υ = υ υ υ = (υ υ ) υ = υ υ 2υ υ mυ mυ mυ mυ υ

2 2 2
± ⇒ ± ⇒ + ± ⇒ = + ± ⇒  

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2K = K + K mυ mυ K K + K 2K 2K K K + K 2 K K± ⇒ = ± ⇒ = ±  

Όπως ήταν αναµενόµενο η αρχή της επαλληλίας δεν ισχύει για ενεργειακά µεγέθη.  


